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——pe———

( Conlinuacion)

Podemos reemplazar C por este valor en la ecuacion (10), i
1a solucion jeneral de la ecuacion (9) sera

_ ~/7‘i~-f-’f§ o[£ S

y=¢ 5 ¢ dx

Aplicacion

Sea la ecuacion diferencial lineal

(1—x%) vj—{,— +xy=azx

TOMO CVI - 38
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Se considera, en primer lugar, la ecuacion

dy
(1—22) 22 .
(1—22) Iy +xy=0
O bien '
ay xdx
7 —x*

La integracion es evidente i se obtiene
1 oy
Ly— = Lx=x)=LC

O bien

y=C /11
Al considerar zhora € como una funcion de x se obtiene

dy _ A¢

dx T dx i ,V/IA._:;?E—

Luego

g 1C . \E
(I—_ri’)—l—jij +ay= —(;!7 (I—-:r‘>‘

Finalmente, al comparar con la ecuacion propuesta, se tiene

ac —azx (I——yzz)——g

dx

(&

+

C=a (I——‘t“‘"}_—
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La solucion buscada es, por consiguiente,
y=a+ (' Ji—z*

Caso en que el primey miembro de la ecuacion diferencial es una
diferencial exacta

Sea la ecuacion diferencial
MHdx+Ndy=o0

Si el primer miembro es la diferencial exacta de una funcion
u, se tiene idénticamente

M= o N =%

Y

ox dy

Ahora, para que estas dos ecuaciones sean compatibles es nece-
saric que se averigue la relacion

ot 3m
drdy  3yox
Luego se debe tener
ey,
(11) M 3N
Sy dx

Reciprocamente, si esta dltima condicion es satisfecha, hai
una funcion z de z, y cuya diferencial total es 4 dr+ N dy.

~
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En efecto, de la relacion

due
=
se deduce
N
(12) u= _} Mdx+¢ (y)

¢ () es una funcion arbitraria de y. Para determinar esta fun-
cion espresaremos que la derivada parcial de = respecto a y
es iguala /V, tendremos entdnces

2
N = -—j Mdr+¢' (7}
/3)

Tl

e
(]')/ (_}’):[\'— 3—‘[ ﬁ/[dx
°y

El primer miembro es una funcion de la sola variable y, lue-
go, para que el problema sea posible, es necesario que el segun-

do miembro sea independiente de x o que su derivada respecto .

a x sea idénticamente nula; esta derivada es

N M
A

ila relacion (11) espresa precisamente que su valor es igual a
cero. En restimen, la condicion (11) es necesaria i suficiente
para que M dx+ /N dy sea la diferencial exacta de una funcion
de x, 5.
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CAPITULO II

ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Fcuaciones lineales

Consideremos, en primer lugar, la ecuacion diferencial

) CZ?“ 3 an-ty 7
(1) Po _d,g;+Pl (l'.t’n:)T et Py *‘2—{' +Pn}/=Q
Si los coeficientes Po, £ ...... £, P, 1el segundo miembro

@ son funciones de x solamente, la ecuacion (1) se llama ecua-
cion diferencial lineal de érden #.

Cuando se conoce una solucion de la ecuacion (1) se puede
hacer desaparecer el segundo miembro. Sea, en efecto, ¥, una
solucion de (1); hagamos

y=yy bz
Tendremos
A, dz
dx dr " dr
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Al sustituir estos valores en (1) los términos en y, desapa-
recen ise obtienen

e 'z dz
— + ... +P,  —— +P =0

drz
e 0 dx o

A e
@ A s

Es el primer miembro de (1) en el cual y ha sido reemplaza-
do por 2.

Sean ahora =, z,...., %, 2 soluciones distintas de la ecua-
cion (2) hagamos

(3) =08, +C,z,+ ...+ 2y

Este valor de # serd tambien una solucion de (2) cualesquiera
que sean los valores de las constantes C,, C,....0,.

En efecto si se lleva el valor (3) de z en la ecuacion (2), los
términos muitiplicados respectivamente por C,, C,....(, son
separadamente nulos, porque z,, ¢,....£, son, por hipdtesis,
soluciones de la ecuacion (2).

Finalmente, la solucion de la ecuacion (1) serd

(4) y=y,+Cy 2, +C, 2.

Como este valor de y contiene 7 constantes arbitrarias, la so-
lucion as{ obtenida es la solucion jeneral de la ecuacion diferen-
cial propuesta (1).

Reciprocamente, si # constantes figuran linealmente en una
ecuacion tal como (4) se puede deducir de ella una ecuacion
diferencial lineal de 4rden #, sin constantes.



CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL 551

En efecto, derivamos # veces la ecuacion (4) obtendremos

dy dy, dz, s,
ﬂ’,l’# - dx +Cl dx +--...1—Cn—~dz‘,
<5) ( \dn.— 11‘ . :,«jrl:lli; I dr;~ le {l-’“"zn
} dxr-1 - ;?;:n—z "7‘51 %:"i’.....—}—cn 731!-:
\ ay 4, r AES dvz,
\\ ’ drn Azn + ~ P R PR o8 Cn "7;7;’7:‘

Estas # ecuaciones, con la ecuacion (4), forman un sistema
de 2+ 1 ecuaciones en los cuales las » constantes figuran al
primer grado; de las # primeras se deducirdn los valores de las

a an- . .
J_y, R —> 1 la svstitu-
dx, dxnt

n coustantes en funcicn de y,

cion en la dltima dard evidentemente una ecuacion diferencial
lineal de érden 7. ‘ »

Si hubiera una relacion lineal entre 2, 2, ....2, los valores
de las » constantes, deducidas de la # primeras ecuaciones (4)
i(5), serian indeterminadas o infinitas; en este caso las soluciones
2 Bgeeeans 2z, no son soluciones distintas de la ecuacion sin
segundo miembro.

ta
I
)

Determinacion de una solucion particular de la ecuacion con se-
gundo miembro cuando s¢ conoce la solucion jeneral de lo misma
ecnacion sin segundo mieinbro.

Consideremos la ecuacion (1) i supongamos que
(6) ' Ciz3+Cozy+ oo+ 0oz

sea la solucion jeneral de la ecuacion sin segundo miembro;
podemos suponer que las # constantes C, C,....C, son fun-
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ciones de » i determinar estas funciones de tal manera que el
valor (6) de y satisfaga a la ecuacion propuesta (1). Es el mé-
lodo de la variacion de las constantes arbitrarias.

Tenemos aquf z funciones incégnitas las cuales deben satis-
facer 2 una sola ecnacion, luego podemos establecer entre ellas
n—1 relaciones arbitrarias.

Flejiremos estas relaciones de tal manera que las z—1 pri-
meras derivadas de y tengan valores de la misma forma que los
gue se obtienen cuando €, C,....(, son constantes.

Escribamos, para simplificar,

y=x0,z2,
Tendremos
dy . o Az, aC
i =20, d‘ +2 ~;"—~p

La primera relacion que elejiremos es

ac,

dx

=z 2,=0

quedard por consiguiente

dzg

® dx

D _sc

Se ve que esta derivada tiene la misma forma como en el ca-

sade {; C,....C, constantes. Se tiene en seguida
d*y d3z, dC, dz,
dx* =Xl dx? +2 dx dx
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ot
(%,
w

Se elejird como segunda relacion, la siguiente:

dC, di,

= dr 4z

1 asi en seguida. En restmen las #— 1 relaciones arbitrarias

que se establecen entre las » funciones incégnitas £, C,.. ..
C,son

dC
P T =0
ac, dz, _
%) L 4 =°

Se tendrd ademas

y=2Z(; 5
dy dz,
-3 fbatad SN
dx z0, dr
d2y
dx?
dn-—xy
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De esta Gltima se deduce

avy dtz, dC, d"z,

s 3 —
dxn P dxm dx Azt

Sustituimos los valores de estas # derivadas en la ecuacion
(1), observaremos que los términos multiplicados respectiva-
mente por las z constantes tienen separadamente una suma
igual a cero porque £, #,....5, son, por hipdtesis, soluciones
de la ecuacion sin segundo miembro;luego el resultado final de
la sustitucion serd

Esta ecuacion 1 los nz~—1 relaciones (7) forman un sistema
de 7 ecuaciones del primer grado entre las » incégnitas

d4C,  dC, 4G,

—5 ——2 , ..., —"2. DObservaremos que los coeficientes
dx dx dx

de las incognitas son precisamente los coeficiente de €, €. . ..
C, en las # primeras ecuaciones del sistema (4),(5); de suerte que
si 2, &,....2, son realmente scluciones distintas de la ecua-
cion sin segundo miembro, las # ecuaciones serdn siernpre com-
patibles.

Se obtendr4, finalmente

‘dx :fl (:C)

’?i_;‘ ::fn (“'v,)



CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL

555

Luego

C, ::j[f1 (x) dx+ (7,

[ .

Co=1f, (x)dx+C,

)

Co= ,[fn (=) dx+ (',

J

Pongamos

s f @ etz [ £ et te j o () demF (2)

Tendremos, al llevar los vaiores obtenidos en (6),
(8) y=F()+C' 2, +C 294 . ...+ (5 50

F(x) es la solucion particular buscada, 1 el valor (8) de y es
la solucion jeneral de la ecuacion diferencial (1).

Eeuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes

Sea la écuacion

n a1 4
9) A, %“ +A1"dxn~y'x +....+An,t——‘ii~+Any;:o

1
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en la cual los cceficientes 4, A, ....4, son constantes. Bus-

quemos la condicion para que

(10) y=e

dy K
dx ¢

a2y ., ax
S =y

dx,

by s
T T

Al sustituir en la ecuacion {g) se obtiene

\
i
!

i

e%F (A, ot A, an b Ay ut A, =0

A

Luego el valor (10) de ¥ serd una solucion de la ecunacion di-
ferencial si a es una raiz de la ecunacion

(XI) ¢(a)=Ac a® +Al [P +An—x a+An=O

Si las raices de esta dltima ecuacion son distintas e igualesa
@; @ ... 4y, se obtendrdn z soluciones distintas
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i la solucion jeneral serd

-~ ayx . A, . Ant
y=C, ¢ +C,e +....+C, e

Caso de las raices tmajinarias
Cuando la ecuacion ¢ {«)=o0 tiene raices imajinarias, se
puede dar a la solucion jeneral una forma real; sean en efecto

a+by/—1, a—b,/—~1 dos raices imajinarias conjugadas, los
términos correspondientes de la solucion jeneral sean

de (a+d z)x+83(¢z—-b Ny
Pero esta espresion es igual a la siguiente:

ax
e K

P

(A+B)cos bx+ (A—B),./—71sen bz }x

i esta puede reemplazarse por
ax .
e (M cos+ NV sin bx)

Se obtiene asf una espresion sin imajinarias.

Caso de las raices ignales

Supongamos que p raices de la ecuacion ¢ (a)=0 sean igua-
les, obtendremos solo 7 —p+ I soluciones distintas de la ecua-
cion diferencial (9), luego es necesario obtener p— 1 nuevas so-

lucicnes.
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. . ‘embro de (Q) , axr
Si, en el primer miembro de (9), se reemplaza y pore se
obtienc

an e dn-i e
o T e
de ax ox
.‘1"1’9“4,—[7’;—“‘}'14“6’ = ¢ (ﬁ(a)

i esta ecnacion averigua que, Si ¢ €s una raiz de ¢ (a)=o0, el va-

1 ax - .
lor y=¢ es una solucion de la ecuacion (g).

Derivamos la ecuacion anterior, respecto a o, tendremos de
una manera jeneral

/ \,
a AP e axr dar 3__(5_{{1} x

‘dxp /o o Qa - ar (xé‘ o )

a - dxP T dar
Luego

A7 (@ ‘ - ‘
. ) 5 X . <

Ao (;r A = e g (@™ ¢ ()

Si a, es una raiz doble se tiene

¢ (al)zo
¢’ (ay)=0
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azx . : - e .
Luego x¢ sera una solucion de la ecuacion diferencial.

Derivamos otra vez respecto de q, tendremos

o <:c’~’ ga:(}

—_ a PR | .42.
Ay e + ... Fdyxte

(4= s 1 2% .
=x%z ‘(}5(0/)-;-23:.2 x¢, (a,)—'r-z( zg‘;”((b)

Si a, es una raiz triple, ¢ (5,), ¢’ (2,), ¢” {@,) son nulos,
luego x% ¢ %1% ¢s tambien una solucion de la ecuacion diferen-
cial.

De la misma manera, si g, es una raiz de orden p, se tienen
los p soluciones

En resumen, se obtienen sfempre # soluciones distintas de la
ecuacion diferencial.

Ecuaciones con coeficienies constantes 1 segundo wmtembyo

Se determinard en primer lugar la solucion jeneral de ia
ecuacion sin segundo miembro i se aplicard en seguida el mé-
todo de la variacion de las constantes arbitrarias.

Sin embargo, en algunos casos, se puede obtener directa-
mente una solucion particular de la ecuacion con segundo
miembro.

1.2 Cuando el segundo intembro es un poligono entero.

Sea por ejemplo la ecuacion

LX)LJ,u... + A, y=8a"+ B2 +..+ B,
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Se pondra
y=Coa™ +Cya™ " +....+Cn

Al sustituir este valor de y en el primer miembro de (12) se
obtendrd un poligeno entero de grado m; bastard entdnces
identificar los coeficientes de las potencias iguales en los dos
miembros | se obtendrdn s+ 1 ecuaciones entre las m 41 in-
cognitas € C,....C,. La solucion particular estard por con-
siguiente determinada.

2.° Cuando el segundo miembro tiene la forma ke .

Pongamos en efecto

y=m Z

la sustitucion en el primer miembro dard

B4 (8)

me
Luego m estara determinado por la ecuacion
m ¢ (B)=4~
Sin embargo, é! método no se puede aplicar cuando
s @)1=

. B=x . . ]
es decir cuando ¢~ es una solucion de la ecuacion sin segun-
do miembro. En este caso se deberd emplear el método de la
variacicn de las constantes arbitrarias,
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APLICACIONES

I. En la teorfa del péndulo se obtiene entre el dngulo de os-

cilacion y 1 el tiempo x una ecuacion de la forma

d%y
dx?

+&£2y=0

Es una ecuacion lineal con cosficientes constantes; i sin se-

gundo miembro; para resolverla se pone

i la ecuacion en a es

ox

I
1o
Il
Q

-+ &

wa=%k./—1

Las raices son imajinarias, luego la soiucion jeneral es

y=M cos kx+ N sin kx

11. En los galvanimetros apeviddicos, la ecuacion diferencial
del movimiento dé¢ la aguja contiene un término proporcional a

la velocidad angular itiene la forma

TOMO CVI

2

~ +z2a —% +A2 =k,
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7o es la desviacion de la aguja cuando ella esta en reposo. Una
solucion particular de esta ecuacion con segundo miembro es

evidentemente

y=JYo

Ahora, para integrar la ecuacion sin segundo miembro se
debe considerar la ecuacion

-2a 6+R*=0

w

A

a” -

o

Las raices son

Luego la solucion jeneral de la ecuacion es

a, x

Y=Y+ Ae +Be

Se deben distinguir dos casos:
1.0 2 < &4; las raices a, o, son imajinarias i se puede es-

cribir:
War—E = b, /-1
Luego

J’=}’o+e‘_ax(ﬁ/[ cos ox + NV sen bx)
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Kl movimiento de la aguja es entdnces oscilatorio, pero la
oscilacion disminuye a medida que el tiempo

1

amplitud de la
aumenta.
2.° @ > #; las raices a; a, son reales i se puede escribir

3
:
|

i

¥l movimiento de la aguja deja de ser periddico: es precisa-
boRas) J )

mente el caso de los galvandmetros aperiddicos.
Si a estuviera igual a £ las dos raices w; w, serian iguales 1

la solucion jeneral seria

O bien

y=pote e (P—,LQx)

Intogracion de alzunas scuaciones difercnciales no limezles

Curando una ecuacion diferencial no lineal es de érden supe-
rior al primero, se debe tratar de rebajar su érden. Esto es siem-
pre posible cuando una sola variable figura esplicitamente en

la ecuacion diferencial.
Sea, por ejemplo, la ecuacion de segundo érden
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dy
dx

i se obtiene

\
I ? i
S wpil ) =o

Es una ecuacion de primer 6rden entre p 1 x;si ésta se puede
integrar se obtendra

?=¢(x,C)

=¢(x, O)dr

Luego

.
= j§¢ (r, O) dx+ C’

Este valor de y es la solucion jeneral de la ecuacion diferen-
cial, en efecto ella contiene dos constantes arbitrarias.

Sea, ahora, la ecuacion
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Se har4 todavia

dy
dr =2
ay _dp dy dp
ET Ty i 7y
I.a sustitucion da
/ ap
(5062 =0
Vi \/ a4 dy

Es una ecuacion diferencial de primer orden entre y, . Si
ella se puede integrar se obtendra

2=p (5 C)
Luego se tendri
dy
5 =¢n )
- [ R
K (}’: )

Es la solucion jeneral de la ecuacion propuesta.

)
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PROBLEMA 1

Curvas cuyo vadio de curvatura ¢s proporcional al cubo de la
normal

Como la lonjitud de la normal es

ay 1. ,// [5'2/4 *
/ ¥ n\ dx |

ia ecuacion diferencial de las curvas buscadas es

d*y  n
dxr g3

No figura la variable z, luego se pondri

dy
dr 7




CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL 567

i se obtiene

7 dy
? d/;: _}T_
La integracion da
2 o1 <
2~ 2 2
O bien
., Cyi—n
2 P
Luego
d _ NCy=n
dx ¥
O bien
YAy g
.JC]‘:——;W

La integral es

f S
< NCyi =2+l

O bien
CH x4+ 0P ~Cpi=n

Es la ecuacion jeneral de las cénicas que tienen el eje OX
como eje de simetria, )
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ProprLEMA 11

Curvas cuyo radio de curvatura es proporcional a la
normal

La ecuacion diferencial del problema es ahora

. !f\J . -
L _\),v:/_ «127{1—}- {l'y)‘ i%
2 Lo
dx?
O bien
S
dxt
1o 22N ny
Tz

dy
ax ?
a4y _, 4P
dz* 7 dy
i se obtendra
2ap 4y

i+ T ny
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La integral es

O bien
/ \ 2
I1+pt = ( . \,;
(N
De aqui se deduce
7’—4-———7-*
PR [ -
dx "\/ \a )
O bien
dx= -f~—~__7f'1—/ —
/ J \T 1
\1 . a
1.° Sea z= —1, se tendrd
e dy __rdy
[.fl‘ . J[zﬁ_]:
/‘*\/ y*
Luego
I+Cc= —-n/(sz;y'-’
O bien

A (r-{-c)"l =qa?
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Es una circunferencia cuyo centro estd sobre OX.

2.° Sea # = 4 1, se tendrd

Luego

De aqui se deduce

Es la ecuacion de una cazenaria

3. Sea todavia z=2, se tendrd
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Luego
Lo ly
x+cc=2a l\/~; — 1
O bien
. (,TJ,—L'\:
]/: 124 ~v)—- ——;z_.,

Es la ecuacion de una pardbola

CAPITULO I1II

INTEGRACION DE LAS ECUACIONES ENTRE LAS DERIVADAS
PARCIALES DE UNA FUNCION

Bcuaciones lineales sin segundo miembro entre dos variables

Sea, en primer lugar, la ecuacion

2 A5
(1) PgF +0 - =0
cX c‘j/

P, ) son dos funciones conocidas de x, y 1 se trata de determi-
nar la funcion # de x, ¥ que satisface a esta ecuacion.

En jeometria, la ecuacion (1) significa que los cosenos direc-
tores de la tanjente, en cada punto de la curva & (v, ¥) =C son
proporcionales a P 1 (, luego la ecuacion diferencial de una
cualquiera de estas curvas es

I

dx dy
P g
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Es una ecuacion diferencial de primer 6rden cuya solucion
jeneral tiene la forma

Sz C)=0

De aqui se puede deducir

C=¢ (z, %)

La fancion ¢ satisface a la ecuacion (1); en efecto, se tiene
en primer lugar,

d¢ ¢,
T dx + 3y dy=o0

Esta ecuacion debe ser idéntica a (2), puesto que ella no con-
tiene ninguna constante arbitraria, luego se tendrd
idénticamente

tambien

s
Il
(@]

[OF)

) Pt Lo
dx :

T
2

Esto demuestra que la funcion ¢ satisface a la ecnacion (1).
Ahora una funcion cualquiera de ¢ satisfard tambien; en efec-
to, sea

¥
i

@ V()



CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL 573

Se tiene

=y () =2
Sy
Luego
oF ya S 3
- s = P :
z 2x +Q oy V(¢ {P ox +0 Sy i
O bien, segun (3),
) 2
P ui + L‘F:O
Sx =y

Reciprocamente, toda solucion de la ecuacion (1) es una fun-
cion de ¢.

En efecto una solucion cualquiera de la ecuacion (1) podra
slempre escribirse bajo la forma

(g, x)

Designemos los derivados parciales de esta funcion, respecto
de ¢ iz, por £/, F', tendremos

Q2 S
J— X Fs
dx ¢ 2x T
e
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Luego
¥a IE 3 2
Val D al o g
Pyl (P g2 e
2x 2y P dx v/

Como F es, por hipétesis, una solucion de (1), el primer

i ' < FPA s e 14 1 3 4 H N
miembro es nulo; ademas, segun (3), el primer término del se-

gundo miembro es nulo, luego se tiene tambien
v
F, =0

Esto demuestra que & no contiene x i que, por consiguiente
toda solucion de (1) es una funcion de ¢.
Sea, por ejemplo, la ecuacion

QF a2 5
o T Ty Sy B

Se formard !a ecuacion diferencial

cuya solucion jeneral es
¥y = C.‘C

La funcion ¢ es igual, en este caso, a 2 luego la solucion
x

de la ecuacion propuesta es

5 V/y "\
= i~
v
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Se tiene, en efecto,

3F v,
-~ = — /),:' \Zf
Jdx a
QF 1 )
T o= — 1

3)/ x

R QF

T+ Y5 =0

FEcuaciones lineales sin segundo miembro entre tres variables

Sea la ecuacion

) e 35
(5) P Z—+0Q-7—+R -7—=0
B4 ¢y [AE:

P, O, R son funciones de las tres variables z, y z.
Sea F (x y 5) la funcion buscada; la ecuacion # (ry 2)=C

representard una superficie en cada punto, de la cual, la normal
es perpendicular a la direccion A2, O, R, luego, si se considera
una curva definida por las ecuaciones diferenciales

dx dy dz

® P Q¢ T R

esta curva estard situada sobre una de las superficies F (z y 2)= C.
Si se pueden integrar las ecuaciones (6) se obtendrdn dos



576 MEMORIAS CIENTIFICAS 1 LITERARIAS

ecuaciones con dos constantes arbitrarias, i estas ecuaciones

podran escribirse
Cr=, (xy2)
Co=¢, (x2)

Cada una de las funciones ¢, ¢, es una solucion de la ecua-

cion (5).
Se tiene en efecto

P ) Y
< . Cg

SO g Sy S gy
cx oy 2z

3 3

2 < o

7& da -+ P 2y + ?f« dz=0
o dy 2z

Estas dos ecuaciones deben ser idénticas a (6) puesto que, en
ellas, no figura ninguna constante arbitraria, luego se deberd
tambien tener idénticamente

/ o) 3
z P\(P_J,Q*ig‘kfe“'a?]‘:
g [t C‘J} cz

Lo que demuestra la proposicion.
Ahora, cualquiera funcion de ¢,, ¢, es tambien una solu-

cion; en efecto, sea

‘[:'&V (951 ¢d>
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Se tendré

2z T 2. 2z + o9, 3z
Luego, segun (7),
AF oF oF
PS—xw—}_Q oy +R'93 =0

Reciprocamente, toda solucion de (5) es una funcion de ¢,,
$s; en efecto una solucion cualquiera de (5) puede siempre po-
nerse bajo la forma

F{py ¢ #)=0

i se demuestra, como mas arriba, que la derivada parcial de &
respecto de x es igual a cero.

A, OBRECHT

( Continuard)
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